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Résumé. Nous proposons une méthode d' approximation de fonction par réseaux a fonctions
radiales de base. Nous montrerons que cette méthode d’ approximation peut étre améliorée par
un prétraitement des entrées basé sur un modéle linéaire. Cette méthode d’ approximation sera
appliquée a la détermination du prix d’achat d' une option.

Abstract: APROXIMATION USING RADIAL BASIS FUNCTION NETWORKS: APPLICATION TO
PRICING DERIVATIVE SECURITIES.

The general scheme of approximation supposes the existence of a relationship between several variables
(the inputs) and a dependent variable (the output). This relationship is unknown; we try to build an
approximator between the inputs and the output. In that purpose, we need a set of inputs-output couples
that form the learning data of the approximator. In this paper, we will use a neural network
approximator: the radial basis function network (or RBF network). Many techniques have been
developed for the learning phase of RBF; we use the technique described in [5]. We will show that the
results obtained with these RBF can be improved by a pre-processing technique. This preprocessing is
based on linear models. It does not increase the complexity of the RBF learning phase but improves the
accuracy of the approximator. These techniques are applied to pricing derivative securities. Hutchinson,
Andrew and Poggio [6] have treated this problem. They used simulated data and showed that RBF are
adequate models to pricing derivative securities and also to hedging them. The results we obtained are
comparable to Hutchinson's results but the learning scheme is ssimplified in our case. We will use this
example to illugrate the advantages of our preprocessing technique for RBF.

BF are non-linear parametric approximation models based on combinations of Gaussian functions. In
most cases, these Gaussian functions are radial (their output value depends only on the Euclidean
distance between the input vector and a centre). As a consequence, input variables are not scaled in
RBF, while a proper scaling could be more adeguate. Our purpose isto eiminate this limitation, without
penalising the simplicity of the RBF learning phase. If we build a linear model between the inputs and
the output, this output will be approximated by a weighted sum of the inputs. The weight associated to
each input determines its importance on the approximation of the output. This gives a very simple
technique to determine the importance of all the inputs on the output. Therefore we are going to scale the
inputs by the corresponding weights. A new so-called “ Weighted RBF” is built, giving adequate
importance to each of the inputs.

We test our weighted RBF on the example of pricing derivative securities. This example has been used by

par Hutchinson, Lo and Poggio, we apply the same method to generate the data. In this paper, the
authors use the Black-Scholes formula to generate the data and to simulate the price of derivative
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securities (named C). The purpose of the RBF mode is to give an approximation C of C. Three
measures of performance are used. The first one is the determination coefficient RZ between C and C.
The two other measures are the tracking and prediction errors. To measure the quality of the results
obtained by the traditional RBF and the weighted RBF, we simulated a six-month price sample. In both
cases, the number of Gaussian functionsis chosen equal to 6. Then, 500 different six-monthstest setsare
generated; the three performance measures are evaluated on both RBF. The results obtained for R are
presented in the next Figure. The X-coordinate is a design coefficient k (used in the RBF approximation
scheme) and the Y-coordinate is the value of R®. The dotted line shows the results obtained with the
classical RBF and the solid line shows the results of the weighted RBF. The improvement obtai ned thanks
to weighting is undeniable.

In this paper, we used a traditional method to parameterise a RBF. We then suggested an improvement,
congisting in weighting the inputs by the coefficients obtained by a linear modd. This approximation
scheme is tested to pricing derivative securities. The results obtained show an undeniable advantage for
the weighted RBF. Moreover, the results are comparable to the best RBF and multi-layer perceptron
built in the Hutchinson's paper. The advantage of the weighted RBF is the simplicity of the learbing
phase, while keeping the quality of the approximation.

1. Introduction

L’ approximation de fonction est une des utilisations les plus courantes des réseaux de neurones artificiels.
Le cadre générd du probléme d’ approximation est le suivant. On suppose |’ existence d’ une rel ation entre
plusieurs variables (les entrées) et une variable de sortie. Cette relation étant inconnue, on essaie de
construire un approximateur «boite noire» entre ces entrées et cette sortie. La structure de cet
approximateur doit étre choisie et I'approximateur calibré pour représenter au mieux la dépendance
entrées-sortie. Pour réaliser ces différentes étapes, on dispose d’ un ensembl e de couples entrées-sortie qui
forment les données d’ apprentissage de |’ approxi mateur.

Le type d' approximateur le plus courant est |’ approximateur linéaire. Celui-ci a |’ avantage d’ &re smple
et peu colteux en caculs, maisil ne convient évidemment pas s la vraie relation entre les entrées et la
sortie est non linéaire. On se tourne dors vers les approximateurs non linéaires comme les réseaux de
neurones artificiels.

Les réseaux de neurones artificiels les plus populaires sont les perceptrons multicouches qui ont été
développés par Werbos [1] et Rumelhart [2]. Dans cet article, nous utiliserons un autre type de réseaux
de neurones : les réseaux a fonctions radiales de base (ou réseaux RBF) [3]. Ces réseaux ont |’ avantage
d’ étre beaucoup plus ssimples que les perceptrons tout en gardant la fameuse propriété d' approximation
universelle de fonctions [4]. De nombreuses techniques ont é&é développées pour I apprentissage des
RBF. La technique que nous avons choisie a été développée par Verleysen et Hlavatkova [5]. Cette
technique est sans doute une des plus ssimples mais ele donne de trés bons résultats. Les RBF ainsi quela
technique d’ apprenti ssage choisie seront présentées au paragraphe 2.

Nous alons montrer que les résultats obtenus & I’ aide des RBF peuvent &re amédiorés par une technique
de prétraitement des entrées. Cette technique de prétraitement est basée sur des modéles linéaires. Elle ne
complique pas I’ apprentissage des RBF mais permet d’ obtenir des résultats intéressants. Cette technique
de prétraitement sera présentée au paragraphe 3.

Ces différentes techniques seront appliquées a la détermination du prix d’ achat d’ options. Ce probléme a
été traité avec succes par exemple par Hutchinson, Andrew et Poggio en 1994 [6]. Ceux-ci ont utilisé des
données simulées et ont montré que les RBF permettaient de déterminer le prix d’achat d options mais
également d' effectuer la couverture de ces options. Les résultats que nous obtenons sont comparables aux
résultats de Hutchinson et al. mais avec un processus d' apprentissage simplifié. Nous montrerons sur cet
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exemple | es avantages de notre technique de prétraitement des données. Cet exemple seratraité en détails
au paragraphe 4.

2. Approximation par RBF

Nous disposons d’un ensemble d’ entrées x; et un ensemble de sorties y;. L’ approximation de y; par un
RBF sera notée Y. Cette approxi mation sera la somme pondérée de m fonctions gaussiennes @ :

Vi =Z)\iq)(xtici10i) ; (1)

i=1

x -Gl }
V2o,

avec P(x,,C,,0;) =e_[ %))

Le RBF est schématisé alafigurel.

La complexité du RBF est déterminée par le nombre de noyaux Gaussiens. Les différents paramétres a
déterminer sont la position des noyaux Gaussiens (C)), leurs variances (o) et les facteurs multiplicatifs
(A). Latechnique qui permet de les déterminer est dével oppée en détails dans [5]. Nous alons |’ expliquer
briévement.

Nous allons choisir la position des noyaux gaussiens en fonction de la distribution de x; dans I’ espace.
Aux endroits ol il y a peu d'entrées x; nous mettrons peu de noyaux et inversement, la ol il y a beaucoup
de points, hous mettrons beaucoup de noyaux.

Figure 1 : Représentation d’ un RBF.

Latechnique qui permet de réaliser cette opération porte le nom de quantification vectorielle et les points
qui résument I'information de départ portent le nom de centroides. La quantification vectorielle se
compose de deux étapes. On initialise d abord les centraides a éatoirement dans I’ espace. Ensuite on va
les déplacer de la maniére suivante. Tous les points x; sont passés en revue et pour chacun de ceux-ci le
centroide | e plus proche sera déplacé dans la direction de x; selon laformule suivante :

C =C +a(x,-C), (©)
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avec X, le point considéré, C; le centroide le plus proche de x; et a un paramétre qui décroit au cours du
temps. Des détails supplémentaires sur les méthodes de quantification vectorielle peuvent étre trouvés
dans[7.,8].

Le second paramétre a choisir est la largeur des différents noyaux gaussiens (o). Nous avons choisi de
travailler avec des largeurs différentes pour chaque noyau. A cette fin, nous définissons la zone de
Voronoi d' un centroide comme larégion de I’ espace qui est plus proche de ce centroide que de n’importe
quel autre centroide. Dans chacune de ces zones de Voronoi, on cacule la variance des points de cette
zone. Lalargeur d'une gaussienne donnée sera le produit de la variance dans la zone de Voronoi ou se
situe le noyau, multipliée par un facteur k. Nous montrerons sur notre exemple comment choisir ce
paramétre. Cette méthode a plusieurs avantages, le plus important de ces avantages éant que les
différentes gaussiennes recouvrent largement |’ espace des entrées du RBF.

Les derniers paramétres a déerminer sont les facteurs multiplicatifs A;. Mais s tous les autres paramétres
sont fixés, ceux-ci sont déterminés par larésolution d’un smple systéme d'éguations linéaires.

Le nombre total de paramétre est égal a m*(n+1)+1 avec n la dimension de I’ espace des entrées et m le
nombre de gaussiennes utilisées dansle RBF.

3. RBF avec entrées pondér ées

Une des lacunes des RBF que nous avons présentés est qu’ils donnent une importance égale a toutes les
variables d'entrée. Cela n'est pas le cas d'autres approximateurs de fonctions comme les perceptrons
multicouches. Nous alons tenter d’éliminer cette lacune tout en ne péndisant pas le processus de
détermination des paramétres du RBF.

Supposons d’ abord que toutes | es entrées sont normalisées. Nous entendons par-la gu’ elles ont toutes une
moyenne nulle et une variance unitaire. S nous construisons un modéle linéaire entre nos entrées et la
sortie, la sortie sera approximée par une somme pondérée des différentes entrées. La pondération associée
a chague entrée détermine I’importance que celle-ci a sur |’ approximation de la sortie. En effet, s I’on
dérive le modéle linéaire par rapport aux différentes entrées, ce sont ces pondérations que I’ on retrouve.
Ceci et illustré dans I’ exemple suivant :

y 0y =2x, +X,, 4

et donc nous avons :

a_yDa_y:Zl (5)
0X; 0X,
ﬂmﬂ:ll (6)
0X, 0X,

Nous disposons donc d'un moyen trés simple pour déterminer I’importance relative des différentes
entrées sur lasortie.

Nous alons ensuite multiplier les différentes entrées normalisées par ces facteurs de pondération. Ces
nouvel les entrées seront utilisées dans un RBF tel que nous I’ avons présenté dans la section précédente.
Ce nouvel RBF que nous quaifierons de « pondéré», donnera donc une importance différente aux
différentes variables d'entrées.
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4. Déermination du prix d’achat d’uneoption

41 Génération desdonnées

Nous dlons tester notre RBF avec entrées pondérées sur un exemple de détermination du prix d'achat
d’une option. Cet exemple a ététraité par Hutchinson, Lo et Poggio en 1994 [4], nous utiliserons laméme

méthode de génération des données.

Dans cet article les auteurs utilisent pour générer leurs données la formule de Black-Scholes [9] pour
simuler le prix d'achat d’ une option. Cette formule est |a suivante :

C(t) =S(t)(d,) - Xe " d(d,) @
avec
In[s(t)] + [r +02](T -1)
q = X 2 ®
' oVT -t '
et

d,=d,-ovT-t. 9)

Dans les formules ci-dessus, C(t) est le prix d’achat d une option, S(t) le prix de I'action, X le prix de
I’exercice, r letaux d’intérét sans risque, T-t le temps jusqu’ a maturité, o la volatilité et ® est lafonction
de distribution normale standardisée. Si r et s sont fixes, ce qui est |e cas dans nos simulations, le prix de
I"achat d’une option sera uniquement fonction de S(t), X et T-t. Le type d approximation qui est chois est
le suivant :

C(t) =f(%,T—t]. (10)

De fagon traditionnelle, pour notre simulation, le prix de I’ action pendant une période de deux ans sera
généré par laformule suivante :

2
St =S0e (1

en prenant le nombre ouvrés de jours par année égal a 253 et Z; une vaiable aéatoire extraite d' une
distribution normale de moyenne p = 0.10/253 et de variance o° = 0.04/253. La valeur S(0) est égale &
50 US$.

Leprix el’exercice X et le temps jusgu’a maturité T-t sont déterminés par |es régles du « Chicago Board
Options Exchange » (CBOE) [10]. En résumé, les régles sont |es suivantes :

* leprix del’exercice est un multiple de 5% pour des prix d’ action entre 25 et 200$ ;

» les deux prix d'exercice les plus proches des prix d’actions sont utilisés a chague expiration
d options;

* untroiseme prix d' exercice est utilisélorsque le prix d action est trop proche du prix d’exercice
(moinsd' un dollar) ;
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e 4datesd expirations sont utilisées : lafin du mois courant, lafin du mois suivant et les fins des 2
trimestres suivants.

Une trajectoire typique obtenue gréce a ces régles est représentée alafigure 2.

L] 4

40 1 1 1 L ]
0 100 200 300 400 500 600

Jour

Figure 2 : Letrait continu représente le prix de |’ action. Lestraits en oblique représentent les différents prix
d’exercices. Ceux-ci sont représentés en oblique pour rendre les différentes dates d'introduction et d’ expiration
visibles.

Lesprix d option d'achat obtenus en utilisant ces trajectoires sont représentés alafigure 3.
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Figure 3 : prix d’ option d’'achat obtenus en utilisant les trajectoires simulées et laformul e de Black-
Scholes.
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4.2 Mesuredesperformances

Trois mesures de performances vont étre utilisées. La premiére mesure est le coefficient de détermination
R? entre C et C. Les deux autres mesures de performance sont les erreurs de "tracking” & et de prédiction
n. Ces erreurs sont définies comme suit :

e=e"Ev(m)]. (12)
n=e"E[V(T)]+Valv(T], (13)
avec V(1) =Vg(t) +Vg(t) +V(1). (14)

V(t) est lavaeur du portefeuille au temps t, Vs lavaeur del’action, Vg la valeur des obligations et V¢ la
valeur del’ option. Les vaeursinitiales de ces termes peuvent étre cal cul ées de la maniére suivante :

Vs(0) = S0) Agg(0), (15)
_ aFRBF(O)

ARBF (0) - T ) (16)

Vc(0) =-F;5(0), (17)

Ve (0) ==(V5(0) +V(0)) . (19)

avec Fgs le prix de |’ option par la formule de Black-Scholes et Frgr SON approximation par un RBF. On
peut ensuite caculer les autres termes:

V(1) = S(t) Arge(t), a7
o (t
Dpee(t) = %() , (18)

VB (t) =€ VB (t _1) - S(t)(ARBF(t) - ARBF(t _1)) . (19

43 Résultats

Pour mesurer la qualité des résultats obtenues par les RBF classiques et pondérés, nous avons simulé un
échantillon de prix d’ une durée de 6 mois (en utilisant les formules (7) et (11)). Deux RBF sont calibrés
sur ces données : un RBF classique et un RBF pondéré. Le nombre de gaussiennes utilisé est de 6. Cela
correspond en effet a 19 paramétres par RBF, ce qui est plus ou moins équivalent au RBF a 20 paramétres
qui est utilisé dans [6].

Ensuite, 500 ensembles de test sont générés (en utilisant les mémes formules) et I’on mesure R? pour

chacun des deux RBF. On mesure également & et n obtenus pour les deux RBF ainsi que pour laformule
exacte de Black-Scholes.
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Les résultats obtenus pour R? sont présentés & la Figure 4. On y trouve en abscisse le coefficient k utilisé
pour calculer lalargeur des noyaux et en ordonné la valeur du R? (moyennée sur les 500 ensembles de
test). Lesrésultats du RBF classique sont en pointill és alors que ceux du RBF pondéré sont en trait plein.
La vdeur de k & utiliser est choisir comme la plus petite valeur donnant un résultat (en termes de R?)
proche de I'asymptote, c'est adire une valeur située dans le coude des courbes de lafigure 4. Une valeur
dek =4 aééchaise.

Le gain obtenu grace a la pondération est incontestable. Le R? obtenu dépasse les 99% ce qui est tout &
fait équivalent aux résultats de [6] mais en utilisant des RBF beaucoup plus simples.

09t [ 4

085 1

075+ d

0.7

k

Figure 4 : Valeur du R? enfonction du coefficient k du RBF: en pointillé les résultats du RBF classique et en trait
plein ceux du RBF pondéré.

Les résultats obtenus pour & et n sont également al’ avantage du RBF pondéré. En moyenne, pour le RBF
classique nous avons & = 1.80 et n = 2.03. Pour le RBF normalisé, nous avons & = 1.24 et n = 1.50. En ce
qui concerne les mesures de performance pour la formule exacte de Black-Scholes, nous avons § = 0.57 et
n =0.85.

5. Conclusions

Dans ce papier, nous avons montré une méthode simple pour paramétrer un RBF. Nous avons ensuite
proposé une amédlioration de ce RBF classique. Elle consiste en la pondération des entrées par les
coefficients obtenus a travers un modél e linéaire. Ces différentes méthodes ont été ensuite testées pour la
détermination du prix d’ achat d' une option. Les résultats que nous avons obtenus ont montré un net
avantage pour le RBF pondéré quelle que soit la mesure de performance utilisée. De plus, les résultats
sont comparables aux meilleurs RBF ou perceptrons multicouches que I'on peut trouver dans la
littérature. Les avantages de ce RBF pondéré sont donc simplicité de paramétrage et quaité de
I” approximation.
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